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Solution de la SérieN°5 : Matrices, changement de base : Coordonnées sphériques

Exercice 1

On consider® ;[ X | I'espace vectoriel des polyndmes de degré. Soient

Ph=1, P=1+X, P=(1+X)? et P3=(1+X)>%

1. Montrer qug Py, Py, P2, P;) est un systeme libre dafs[X]
2. SoitP = —3X + X3, écrire P comme combinaison linéaire dans le systéfig Py, P, P3).

3. Que peut-on déduire ?
4. Trouver une matricdl telle que

R
Py
P
Ps

1
X
X2
X3

=A

Solution : Considérons I'espace vectorel[X] des polyndmes de degré3. Soient

Po=1, P=14+X, Po=(01+X)? et Ps=(1+X)>3

1. Montrons que le systém@, Py, P2, P5) est une base dBs;[X] : en effet, comme le systéme
{1, X, X2, X3} est une base de I'espace vectoitg[X], alorsdim(P;[X]) = 4, alors il suffit
de montrer que le systeni&y, P;, P», P;) est libre. D’abord, on a

Py
Py
Py
P

1
1+X
142X + X2
143X +3X%24+ X3

Soienta, 3, v et A desréelstels que Py + 5 P, + v P> + A P; = 0, alors montrons qua = =

~v=A=07?Parcalcul,ona

APy +BPL+7Po+APs=(a+B8+7+ N1+ (B+27+30)+ (Y +30)X2+21X3=0

comme{1, X, X2 X3} estlibre, alors

at+B+v+A=0
B+2y+3X=0
Y+3A=0

A=0

A=0

y=-3A=3-x0=0
B=-27y-3A=-2x0-3x0=0
ao=—F—-7y=-A=0+04+0=0

donca = 8 = v = X = 0; dou le systemg Py, P,, P», P3) est libre; finalement le systeme
(P, P1, P, P;) est une base de I'espace vectofig|X].



2. SoitP = —3X + X3, écrivonsP comme combinaison linéaire dans le syst&ig P, P, P3) :
en effet, on a

P o= 1

P = 14X

Py = 1+42X+X? <

P; = 143X +3X2+4+ X3

1 = P

X = P-1=P, -PR,

X2 = P,—1-2X=Py—Py—2(P,—Py) =P, — 2P, + P,

X3 = P3—1—3X—3X2:P3—P0—3(P1—Po)—g(P2—2P1+P0)
= P3—3P,+3P - D,

alors la combinaison linéaire du polynémite= —3.X + X2 dans le system@Py, Py, P», P;) est
P=-3X+X3= —3(PL—Py)+P;—3P,+3P, —Py=-3P+3Py+ P — 3P+ 3P, — P

douP =2P)+ 0P, — 3P, + 1P;.
3. Trouvons une matricd telle que

P, 1

Pl X
p | =4 x2
P X3

d’'aprés les calculs de la question 2. on a

Pyp = 140X+0X2+0X3
1+1X+0X2+0X3
1+2X+1X24+0X3
143X +3X2%2+ X3

el
11

alors
1

Py
P
Ps

2 soit A=

X3

|
— =
W N = O
O O O
— =
W= O
w = o o
= o O O

1 = 1P+0P;+0P,+0P;
X = —1FP+1Pi+0P+0Ps

X2 = 1Py —2P + 1P, +0P;
X3 = —1Py+4+ 3P, — 3P, + 1P;

alors
1 1 0
X —1 1
X2 B 1 -2
X3 -1 3

P
Py
P
P

w = oo
_ o O O

1

. -1
soit B = 1
-1

W N~ O
W= oo
= o O O

Remarque: La matriceB est la matrice inverse dé, notéeA—!, soitAA~! = A~'A = I, ouly
est la matrice identité de taillex 4, soit

1,

o O O
o o = O
O = OO
— o O O



O

Exercice 2 N
Soit E I'espace physique muni d’un repére orthonormé dl(’@;tz , 7, k).Soit(p, 0, ) € [0, +00[x]0, 27[x [0, 7/2].
Soit M un point de la sphére de cent’r)eet de rayorp tel que(O , ?) o et M’ la projection orthogo-

nale deM sur le plan(zOy) tel que( i OM) =0

- = =
1. Déterminer les coordonnées tiedans le repereO, i,7,k).
%
2. Déterminer le vecteup M dans la basez' , k)
20 ] = 80M 8OM
3. Trouverles expressmns des vecteﬁ;& €6 = ete) = o
4. Calculeri , ] et & en fonction dez), e; eteg,.
5. Que peut-on déduire ?
- = .
Solution : Soit E I'espace physique muni d’un repére orthonormé ditéxt i , j, k ). Soit (p, 0,¢) €
=
[0, +00[%[0, 27[x [0, r/2]. Soit M un point de la sphére de cent@eetde rayomtel que(OM, k) =
et M’ la projection orthogonale d&f sur le plan(zOvy) tel que( i, OM)
- .
1. Déterminons les coordonnées tiedans le repér¢O; _f, 7, k) : D'aprés la Figure (1) on peut
écrire
_>
OM = OM' + M'M = OM' + Zy, k
Xp\=0A z z Figure de projection
YM=OB
ZM=OM"
-
&
pi/2-$
¥ - (xoy)

M

Figure (2)

Figure (1)

FIGURE 1 — La figure décrit les hypothéses de I'exercice

d'apres Figure (2), le triangl@ M" M) est rectangle ed!” dont I'hypothénuse e€? M = p, alors

OM"  Zy
cos(yp) = oM — % & Zy=pcos(p) (V)
oM’ OM’
sin = = OM' = p sin '
)= 57 5 psin(p) (M)



ceci d'une part et d'autre par le triangl® AM’) est rectangle ed dont I'hypothénuse esd M,
alors
. AM" Yy .
sin(9) = o - o © Yar = OM’ sin(6)
OA Xy
oM’ OM’

d’aprés(#) on aOM’ = p sin(y), on obtient

cos(6)

& Xy =OM’ cos(f)

Xy = OM' cos(6) = p cos(0) sin(p)
Y = OM’ sin(f) = p sin(6) sin(yp)
Zy = pcos(yp)
Remarque: si on travaillait avec(O—>M, ?) = g — ¢, alors les coordonnées seraient
Xy = OM cos(6) = p cos(6) cos(p)
Yy = OM' sin(0) = p sin(0) cos(yp)
Zu = psin(p)

car tout simplement lorsqu’on remplaspeparg — ¢, alors

cos(g —p) = cos(g) cos(yp) + sin(g) sin(¢) = 0cos(p) + 1sin(p) = sin(p)
sin(g —p) = sin(g) cos(p) — cos(g) sin(p) = 1 cos(p) + 0sin(p) = cos(p)
. Déterminonsle vecteldP—M dansla basé?, 7, ?) : d’aprés la question précédente, on a
Xy = pcos(0) sin(p)
Yu = psin() sin(p)
Zy = pcos(yp)

d'ou
s — - —
OM = p cos(f) sin(p) ¢ + p sin(f) sin(p) j + p cos(p) k.
— — —
. Les expressions des vectedfs= 251, &) — 200 ete) = 291 - on considered)] comme
étant une application dépendant de trois variafe8, ¢), alors

—
e_p> = ag—pM = cos(0) sin(yp) 7 + sin(#) sin(p) 7 + cos(p) %
—
e = é?g_HM = —p sin(6) sin(p) 7 + p cos(#) sin(y) ? + 0?
—
ey = 8?—;\4 = p cos(0) cos(p) T p sin(0) cos(ip) 7 — p sin(yp) ®

On remarque que_,ﬁ est colinéaire @ M dans le sens ou

—
OM:pe_,z.

cos(#) sin(y) sin(f) sin(p) cos(¢)
= —psmé)b n(p) p cos() sin(yp) 0

S S)

p cos(f) cos(p)  p sin(f) cos(p) —p sin(p)

//
SRR



la matrice
cos(f) sin(y) sin(f) sin(p) cos(¢p)
A(p,0,0) = | —psin(0) sin(p) pcos() sin(g) 0
p cos(0) cos(p)  psin(f) cos(p) —p sin(p)

. g .
s'appelle la matrice de passage du systéme ;, k } au systemd e, e, 221

- = = . ,
. Calculons , et k en fonction dec,, ¢j et e.. D’abord on effectue un changement sur les
J f ®
vecteurs

¢, = e, =cos(f) sin(p) 7 + sin(#) sin(p) 7 + cos(yp) %
I - = -
ey = - eg = —sin(f) i + cos(f) j
o sin) 07 cost®)
1
ép = ;e_@) = cos(6) cos(p) g sin(f) cos(¢p) 7 — sin(yp) s
alorsona . .
K = cos(p) &, — sin(p) &, = cos(p) &, — ~ sin(p) &
P
eton a aussi
sin(yp) é, + cos(p) é, = cos(0) 7 + sin(6) 7
ég = —sin(0) i +cos(f) j
donc

= sin(f) sin(yp) é, + sin(f) cos(p) é, + cos(h) ég

s owd

1 1
= sin(#) sin e_f—|— - cos(6) eg + = sin(0) cos(y) e
(6) $n(9) 2 + s cos(6) & + 5 sin(0) cos() &
de la méme facon il vient
7T = cos(8) sin(g) €, + cos(#) cos(p) é, — sin(f) ég
— ) N 1 i 1 N
i = cos(f) sin(p) e, — ———sin(#) eg + — cos(f) cos(p) e
(6) in) ) — s sin(0)  + — con(t) cos() &
finalement
7 = cos(0) sin(y) e, — sin(0) ep + lcos(@) cos(y) &g
7 psin(p) p ’
- . . — — 1. —
j = sin(#) sin e, + - cos(0) ep + —sin(f) cos(p) e
(0) sin(y) €5 S (e) (0) € p (0) cos(p) e
1
F o= o))~ sim(o) e

o i S -
. On peut en déduire que le passage de la base carte@enr_]ﬁ, k } alabase sphenqt{e?,f; e eTZ}
se fait a travers la matrice

cos(f )sm( ) sin(d) sin(p) cos(p)
A(p,0,0) = | —psin(0) sin(p) peos(d) sin(g) 0
p cos(0) cos(p)  psin(f) cos(p) —psin(p)

et on déduit que le systémie,; e;; .} est aussi une base & ; et, & chaque poind/ de R
relativement au repet&; i, j , k ), on associe un repére sphériqud; e, ; e;; e,).
\oir la figure suivante



Xp=0A
Y\ =08

ZM=DM"

Z

™M

€¢

z Figure de projection

B pi/2-¢

™

(xoy)

e Figure (4)

Figure (3)

FIGURE 2 — La figure montre la base sphérique et la direction de seswsc

]
Exercice 3
SoitR? le R-espace vectoriel muni de la base canoniue {e1, ez, e3} avece; = (1,0,0),e2 = (0,1,0)
et3€3 = (0,0, 1). Soitu = e1 + 2e2 + 3e3, v = —5ey + 2e3 + e3 €tw = —e; — 3es + €3 trois éléments de
R°.
1. Calculerdetp(u, v, w). Que peut-on déduire ?
. CalculerX = u+ v etY = u+ 3v — 5w en fonction dey, e etes. Le systeme X, Y, w} est-il
libre ?
Vérifier que le systemB’ = {u, v, w} est une autre base &8.
Calculerey, e5 etes en fonction dey, v etw.
Calculerdetp (e1, ea, e3) etdetg(u, v, w).detp (e1, ea, €3).
Soientf etg deux endomorphismes &2 tels que

fler) =u, fe2) =vetf(es) =w,

g(u) = e1, g(v) = es etg(w) = e.
(a) Déterminer les matrice$ = Mp(f) et B = Mg/ (g).

(b) En utilisant les questions précédentes, montrerfgely sont des automorphismes d’espaces
vectoriels.

(c) En utilisant les questions précédentes, déddirk et B~ 1.

N

o ok w

Solution : SoitR? le R-espace vectoriel muni de la base canonifjue {e1, es,e3} avece; = (1,0,0),
e2 = (0,1,0) etes = (0,0,1). Soitu = e; + 2e2 + 3e3, v = —beg + 2ea + ez €tw = —e; — 3ea + €3
trois éléments d&3.

1. Calculonslets(u,v,w) :ona

1 -5 -1
(u,v,w)=1| 2 2 =3
3 1 1
alors
1 -5 -1
detp(u,v,w)=|2 2 =-3| = 1 2 -3 +5 2 -3 1 2 2
3 1 1 1 1 3 1 3 1

= 1(2+3)+5(2+9) —-(2—-6)



doncdetp(u,v,w) = 64 # 0; d’'ol on déduit que les vecteurs v etw sont linéairement indé-
pendants; c’est a dire que le systéfnev; w} est un systéme libre dais qui est de dimension
3 = Card{u;v;w}; d’'ou le systéemdw; v; w} est une base de?.

. CalculonsX = u + v etY = u + 3v — 5w en fonction deq, es etes :

X = u+v=e;+2e+ 3e3—5er + 2ey + €3
= (1-5)e1 +(2+2)ex+ (3+1)eg = —4de; + degy + 4des

Y = u+3v—>5w=-e;+2es+ 3es+ 3(—5ey + 2e2 + e3) — 5(—e1 — 3ea + e3)
= (1-154+5)e1+(2+6+15)ea+ (34+3—5)es = —9¢e1 + 23ez + €3
Ona
-4 -9 -1
(X, Y,w)=| 4 23 -3
4 1 1
alors le déterminant du systéme est
-4 -9 -1
detg(X,Y,w)=| 4 23 -3 | = —4 23 3 g4 B4 2
4 1 1 1 1 4 1 4 1

= —1044 144 + 88

doncdetp(X,Y,w) = 128 # 0, d’ou les vecteurX, Y etw sont linéairement indépendants, soit le
systeme{ X, Y, w} est libre.

. Vérifons que le system# = {u, v, w} est une autre base &é : d’aprés la question 1., on a montré
que le systéméu; v; w} est libre dan®? qui est de dimensiod = Card{u;v; w} ; d’oll le systéme
{u;v;w} est une base de’.

. Calculong, e; etes en fonction dey, v etw : onau = e + 2e5 + 3e3, v = —5e; + 2eo + e3 et

w = —eqp — 3es + e3, alors

U 1 2 3 el U el
v = -5 2 1 ) & v =M/| e
w -1 -3 1 e3 w es
1 2 3
ouM=| -5 2 1 | estune matriceinversible puisqdet(M) = 64 # 0; donc il vient
-1 -3 1
€1 u
€9 =M1 v
€3 w

il reste donc a calculet—! qu’on calcule par la formulg/ —! = Com(MT). Latransposée

det (M)
MT est
1 -5 -1
MT=|2 2 -3
3 1 1
2 -3 2 -3 2 2
I‘11—‘1 1 ‘:5,F12——}3 1 ‘2—117P13=}3 1‘2—4
-5 -1 1 -1 1 -5
Fm——‘ 1 ‘:4,F22—‘3 1 ‘24,F23= ‘3 1 ‘: 16
-5 -1 1 -1 1 -5
[ T A P



donc

1 1 5 —-11 -4
M7t=——ComM")=—| 4 4 -16
det(M) 64\ 17 4 19
on obtient
e 1 5 —-11 -4 U S5u — 11v — 4w
) :a 4 4 —16 v :a 4u + 4v — 16w
es 17 1 12 w 17u + 1v + 12
d’ou )
e1 = — (bu—11v — 4w)
614
e2 = — (du+4v— 16w)
614
es = o (17u+ 1lv +12)

. Calculonsletp (e1, €2, e3) etdetg(u, v, w).detp (e1, ez, e3) : relativement a labas® = {u, v, w},
ona

1 5 4 17 5 4 17
(61,62,63) = 6_4 —11 4 1 = det31(61,€2,63) = @ —11 4 1
-4 —-16 12 -4 —-16 12

car siU est une matrice de taillgr x n) et € Ralorsdet(AU) = A"det(U).
Or avec un calcul simple du déterminant on trouve

5 4 17
—11 4 1 |=4096 = 64>
-4 —16 12
. 1 642 1
d'oudetp (e1,eq,e3) = 618 x 4096 = o = 61

Finalement, on obtient

1
detg(u, v, w).detp (1, ea, €3) = 64 X o 1

1
detg(u,v,w)
. Considérons deux endomorphisnfest g deR? tels que
fler) =u, fle2) =vetf(es) =
g(u) =e1, g(v) = ez etg(w) = es.
(a) Déterminons les matrices= Mp(f) et B = Mp:(g). : en effet,

fler)  flea) [les)

1 2 3\ e
AzMs(f)=<—5 2 1 >62
—1 -3 1

soitdetg (e, ez, e3) =

11 1

64 64 T~ 16\ Y

11 1|y,
B:MB/(Q): 16 16 1
7 1 3

64 64 16 w



(b) D’aprésles questions précédentes, on remarque que
A=Mp(f)=M et B=Mg(g)=M"

et quedet(A) = detg(u, v, w) = 64 # 0 etdet(B) = detp (e1,e2,e3) = g7 # 0, alorsA et

B sontinversibles; don¢ et g sont bijectifs ;

commef et g sont des endomorphismes bijectifs, d'6eet g sont des automorphismes d’es-
paces vectoriels.

(c) D’aprés les questions précédentes, on a
A=Mgp(f)=M et B=Mp(g)=M"

alorsA~' = M~!=BetB~! = (M~1)~! = A; d’ou on déduit que

& B -k 12 1o o

A= & & L |, B=| 5 2 1 et AB=I3=] 0 1 0
é_i & % -1 -3 1 0 0 1

U

Exercice 4
SoientP; le R-espace vectoriel des polynémes de degr@et {1,¢,¢% 3} sa base canonique. On consi-
dére les polyndmes suivants :

Bit)=(1—1t)3 B}t)=3t(1—-t)?, B3(t)=3t*(1—1t) et B3(t) =1t

H3t)= (1 —t)?(2t+1), H}t)=t(1—-t)% H3{t)=t*t—1) et H3(t) = (-2t+ 3)t%
1. Quel est la dimension d®; ? Justifier

2. Montrer que(B3?)o<i<3 et(H?)o<i<3 sont deux bases d&;.

3. Déterminer les matrices et B dansR(**% telles que

Bj(t) H(t) 1
B3(t) t H3(t) t
B3t |~ Al p et H3@) | Bl p
Bi(t) 3 H3(t) £

4. Montrer queA et B sont inversibles, calculet ! puis calculer le produit matricigB A~!.
5. En déduire les expressions des polyndigs: = 0, 1,2, 3) dans la baséB?);—o 1 2 3.

Solution : ConsidéronsP; le R-espace vectoriel des polyndmes de degré et {1,¢,¢2,t3} sa base
canonique. On considere les polyndmes suivants :

B(t)=(1—1t)3 B}t)=3t(1—t)?, B3(t)=3t*(1—1t) et B3(t) =1t
H3(t)= (1 —t)?(2t+1), Ht)=t(1—-t)? Hi{t)=t*t—1) et H3(t) = (-2t+ 3)t%
1. Comme{1,t,t2 3} est la base canonique ftg , alors la dimension dB; est

dim(P3) = Card({1,t,t,3}) = 4.

2. Montrons qué B3)o<i<3 et (H?)o<i<3 sont deux bases d&; : en effet, comme la dimension de
P; est 4 et les deux familled33)o<i<3 et (H?)o<i<3 sont de cardinal 4, alors il suffut de montrer



que les deux famille$B3)o<i<3 et (H})o<i<3 soient libres. Pour cela, un développement de ces
polynémes permet d’écrire

B(t) (1—t)=1-3t+3t> -3
Bit) = 3t(1-t)*=3t—6t>+3t
Bi(t) = 3t*(1 —t)=3t> -3
B3(t) t3

Soientw, 3, v eto des scalaires réels tels queB3 (t) + 8 B3 (t) +~ B3 (t) + o B3(t) = 0; montrons
quea=p=v=0c=0?0na

a By(t) + BB} (t) + v B3 (t) + 0 B3(t) =
al+ (=3a+3p)t+ (Ba—63+3Y)t* + (—a+38—-3y+0)t> =0

or{1,t,t%,¢3} est une famille libre, alors

a = 0

—3a+38 = 0
3a—66+3y = 0
—a+38-3y+0c = 0

donca = B = v = o = 0; ce qui prouve que la familléB3; BY; B3; B3} est libre dan®; ; et
comme la dimension de; est4 = Card{ Bg; B}; B3; B3}, alors{ B3; B}; B3; B3} est une base de
Ps.

De la méme fagon, on démontre que la fam(li&?)o<;<3 est une base dB;. Pour cela, un déve-
loppement de ces polyndmes permet d’écrire

H3t) = (1—t)*@2t+1)=1-3t2+2
Ht) = tl—t)y>=t—2t2+1¢3

H3t) = t*(t—1)=—-t*+¢

H3(t) = (—2t+3)t* =3t — 23

Soient, 3, v eto des scalaires réels tels quéid (t)+ 3 Hi (t)+v H3 (t)+o H3(t) = 0; montrons
quea=pg=vy=0c=070na

a Hg(t) + B HP (1) +~ Hy () + 0 H3 (t) =
al+ft+(=3a—28—-v+30)t*+ 2a+p+v—20)t>=0

or{1,t,t2,¢3} est une famille libre, alors

a = 0 a = 0

=0 5 =0
-3a—-268—v+3c = 0 —v+3c = 0
20+ 0+y—20 = 0 Yy—=20 = 0

donca = B = = o = 0; ce qui prouve que la famill€H3; H3; Hy; H3} est libre dan®s ; et
comme la dimension dBs est4 = Card{H3; H}; H3; H3 }, alors{ H3; HY; H3; H3 } est une base
delPs.

3. Déterminons les matriceset B danskR(**% telles que

Bj(t) Hi(t) 1
By () t H(t) ¢
B3t) | — Al p et H3@) |~ Bl p
B3(t) £ H3(t) £

10



D’aprés le développement des polyndmes de la farilig; B; B3; B3} on a

Bit) = 1-3t+3t2—1¢3
Bi(t) = 0.1+43t—6t>+3t3
B3(t) = 0.1+0.t43t> —3¢3
B3(t) 0.14+0.t+0.t>+¢
alors
B3(t) 1 -3 3 -1 1
Bty | |0 3 -6 3 t
B3t) | {0 0 3 -3 t2
B3(t) 0 0 0 1 3
donc
1 -3 3 -1
0 3 -6 3
A=1o o0 3 -3
0 0 0 1

De méme, d’aprés le développement des polynémes de ladgiff; H;; H3; H3} on a

H3t) = 1.14+0.t— 3t +2¢3
H}t) = 01+1t—22+¢
H3t) = 0.14+0.t—12+1¢
H3(t) = 0.1+0.t+3¢%—2¢3
alors )
H3(t) 10 -3 2 1
Hi@t) | |01 =2 1 t
H3¢t) | 100 -1 1 t?
H3(t) 00 3 =2 t3
donc
1 0 -3 2
01 -2 1
B=190 -1 1
00 3 -2

Remarque : La matrice A s’appelle lamatrice de passagedu systeme{1;¢;t%;t3} au systéme
{B§; B}; B3; B3} ; et la matriceB s’appelle lamatrice de passagedu systéeme{1;¢;t2;¢3} au
systeme{ Hg; Hi; H3; H3}.
. Montrons qued et B sont inversibles : les matrices qui ont une configurationroe s’appellent
des matrices triangulaires supérieure car la partie ifiéei deA est nulle. Donc le déterminant de
ce type de matrices est le produit des éléments qui se troaueta diagonale de la matrice, soit le
éterminant ded :

det(A) =1x3x3x1=9+#0

d’'ou A estinversible.
La matriceB n’est pas une matrice triangulaire supérieure car le nosbr@ se trouve sur la partie
inférieure deB ; la matriceB est inversible, en effet,

R NP
det(B) = 00 —1 1 |=t0 11
00 3 =2 0 3 -2
-1 1
= 1><1’ 3 _2‘_2—3



doncdet(B) = —1 # 0; d’ol B est inversible.
Calculons l'inversed—! de la matriced : Pour cela on peut utliser la formule

1 1

= m COHI(AT)

ou AT est la transposée dé ou bien utiliser le fait qued A~' = I, ou I, est la matrice identié
de taille4 x 4. La premiére remarque qu’on peut faire est que l'invers@é’matrice triangulaire
supérieure est une matrice triangulaire supérieure, soit

a b ¢ d

_ 0 d bV
A= 0 0 0 w
0 0 0 (¢

car I'inverse d’une matrice triangulaire supérieur est onagrice triangulaire supérieure ; alors

1 -3 3 -1 a b ¢ d
1 0 3 -6 3 0 o bV
44 o 0 0o 3 -3 0 0 a" Vb
0 0 O 1 0O 0 0 ¢
a b—3d ¢—3V+3d" d—3+30 —c" 1 0 0 0
1o 3a/ 3V —6a” 3¢/ —6b"+3 | _f0 1 00| .
- 0 0 3a” 3V —3ac” | | 0010 |
0 0 0 c’ 0 0 0 1

. e Lo 1 2
par identification, il vienw = 1, a’ = 3= a',d=1,b=1c=1,d=1,b = 3 d =1let
b’ =1;dou

1 1 1 1
0 L 2
A7l = 33
0 0 - 1
3
0 0 0 1
Maintenant, calculons le produit matriciBl4 "' :
L0 5 9 1 1 1 1 1 1 0 0
- 1 2 1
0o - - 1 0 - 0
pa-l_| 01 -2 1 303 _ 3
00 -1 1 00 - 1 00 —= 0
00 3 =2 3 3
0 0 0 1 0 0 11

. Les expressions des polynéniés (i = 0, 1,2, 3) dans la baséB?);—o 123 :0na

B (t) 1 1 B (t)

B¥t) | _ t t | _ 1| Bi@®)

By | =4 # < 2| =4 B(t)

B3 (t) t? t? B3 (t)

alors

1 1 0 0
H3(t) 1 B (t) 0 1 0 0 B (t)
H3(t) _B 752 _ Al Bi(t) | _ 3 B} (t)
H3(t) t B3 (t) 0 o0 -1 o B3 (t)
H3(t) t? B3(t) 0 0 31 ) B3(t)



un calcul simple du produit matrice fois vecteurs, nous @onn

Bi(t) + Bi(t)

H3(t

) LB

Ht) | _133(,5)

3 2

H5 ) B3(1) + Bi()
d’ou on déduit

HY(t) = Byt + B

Hi) = B0

HY(t) = —~Bi(1)

Hi(t) = B+ B

BA~! estla matrice de passage du systdiBg; Bf; B3; B3} au systemd H3; H3; H3; H3 ).
]

Exercice 5
Soient(ey, ez, e3) la base canonique d& et f I'endomorphisme d&3 défini par

fler) =e1+ex+es, flea)=er1+ex+es et f(es) =er+ex+es.

1. Déterminer la matricel associée & relativement a la bage, ez, e3). A est-elle inversible ?

2. Déterminer Keff) et Im(f). Quel est le rang d¢ ? Justifier

3. Déterminer I'ensembl® des points fixes d¢, montrer queD est un sous-espace vectoriel puis
déterminer sa base.

4. Déterminer une base de K¢J et une base de Iif), puis montrer qu&® = Ker(f) @ Im(f).
*Donner une interprétation géométriqu®aKer(f) et Im(f).

5. Calculerf o f(e;), pouri = 1,2, 3. En déduire I'expression d& en fonction def.
*’endomorphismef est-il un projecteur? Trouver la matric& associée &2 relativement a la
base(el, €9, 63).

6. Montrer que poun € N* on af™ = 3"~ f. En déduire I'expression dé” en fonction den.

7. Pourn € N*, trouver I'expression dé/; + A)™ en fonction den.

*Vérifier votre expression pout = 3 en effectuant le produit matriciel.
8. Reprendre la question 7) polg — A)™, puis pour(313 — 2A)™.
9. Déterminer le polyndme caractéristiqueAlepuis trouver ses valeurs propres.

Solution : Considérons I'espace vectoriBf dont la base canoniqué = {e1, ez, e3} et f 'endomor-
phisme deR? défini parf(el) =e1 + e+ e3, f(eg) =e1+ey+ez et f(@g) =e1 + e+ e3.

1. La matriced de f relativement a la bas® = {e1, ez, e3} est

11 1
A=Mp(f)=| 1 1 1
11 1

La matriceA n’est pas inversible puisque le déterminantdest nul, a savoir

11

11 11
det(A):l‘l 1‘—1’1 1‘+1’1 1’:1(1—1)—1(1—1)+1(1—1):o.
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2. SoitX € R? avecX = xe; + yes + zes;0Nna

f(X) = flzer +yes + ze3)
= zf(e1)+yf(e2) + zf(e3) carf estlinéaire
= xz(ex +ea+e3)+yler +ex+es)+ z(exr +ex+e3)

doncf(X)=(z+y+z)er+(x+y+2z)ea+ (x+y+ 2)es.
— Le noyau Keff) de f estKef) = {X € R? / f(X) = Ogs }; alors le noyau Keif) de f est

Ker(f) = {X =xe; +yea +2ze3 €R® Jo+y+2=0}-
— Limage Im(f) de f est Im(f) = {f(X)/X € R®};onaf(X) = ale; + e2 + e3) Ol =
z+y+z;dou
Im(f) = {a(e1 +e2+e3)/a e R}
ce qui montre que Iff) est le sous-espace vectoriel B des vecteur colinéaires au vecteur

u=e; + ez +e;s.
— Lerangrg(f) de f est la dimension de If) = f(R?); ce qui montre queg(f) = 1.

3. — Par définition, 'ensemblP des points fixes d¢ estD = {X € R® / f(X) = X}; alors

r+yt+z=x z=0
fX)=Xx < T+y+z=y & y=0
rtytz==z z=0

douD = {X € R® / X = Ogs = {Ogs } ; ce qui prouve qu® est I'ensemble réduit a{Ogs }.
— L'ensembleD est le sous-espace vectoriel trivial réduitflks } et sa base est par convention
{Ogs } formée du vecteur nul dg?.

4. — le noyau Kefif) de f estKeff) = {X = ze; +yea + ze3 €R3 /x +y + 2 = 0},
alorst+y+2=0 < z—x—y;donc

X =ze1 + yea + zes = x(e; —e3) + y(ea — e3)

on posev; = e; — e3 €ty = ey — e3; alors Kelf) = {avy + Bvs € /(a, B) € R?}
d'ou est le plan vectoriel engendré par le syst§mgvs} oUv; = e; — e3 €tvy = es — e3; CE
qui prouve que le systém{e, v2} est une base de Kgf).
— Limage Im(f) de f est Im(f) = {f(X)/X € R®};onaf(X) = ale; + e2 + e3) Ol =
x+y+z;dou
Im(f) = {a(e1 +e2+e3)/a €R}

ce qui montre que Iiff) est la droite vectorielle dB® de vecteur directeur = e; + es + e3.

— LensembleD = {X € R® / X = Ogs = {Ogs} est I'espace vectoriel réduit s }. D’ol D
est I'espace vectoriel trivial réduit glgs }, d’ouD = {Ogs } est I'espace vectoriel nul.

— Montrons queR® = Ker(f) @ Im(f); en effet, d’abord Keif) est le sous-espace vectoriel de
R? dont le systémegv;,vo} OlUv; = e; — e3 €twvy = ey — e3 €St une base; et Ifff) est le
sous-espace vectoriel & dont le systemgu} ol u = e; + ez + ez est une base; alors le
systéme{u, v1, vo} est un systéme libre dais, donc la famille{u, v1,v2} est une base dg?;
donc pour toutX € R3?, il existea, 3 ety dansR tels queX = av, + Bvs +yu =Y + Z ol
Y = avy + Bus € Ker(f) etZ = vyu € Im(f); d'otR® = Ker(f) 4 Im(f). Il reste & montrer
que Kelf) nIm(f) = {Ogrs}, soitX € Ker(f) NnIm(f), alorsX € Ker(f) etX € Im(f); donc

{ X=f(Y)=ale1+e2+e3) ol Y eR?
f(X) =a(f(er) + fle2) + fles)) = 3aler + €2 4 €3) = Ogs
d’ou« = 0; ce qui prouve qu& = Ogs, soit Ker(f) N Im(f) C {Ors}, et commedgs € Ker(f)

etOgs € Im(f), alors{Ogs} C Ker(f) NnIm(f); d’'otuKer(f) NIm(f) = {Ogs}.
Finalement, on & = Ker(f) © Im(f).
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5. — Calculongf o f(e;), pouri =1,2,3:

foflei) = fler+ea+es)
fle1) + f(e2) + fles)
= 3f(€l) carf(ei) =e1+et+ez Vi=1,2,3

d'ou f o f(e;) = 3f(e;) pourtouti = 1,2, 3.
— Lexpression dg? en fonction def : soit X € R avecX = xe; + yes + zes, alors

fof(X) = [flzfler) +yflex) + zf(es))
= af?(er) +yf?(e2) + 2f*(es)
= 3xf(e1) + 3yf(ez) + 32f(es)
= 3f(xze1 + yea + ze3)
doli f o f(X) = 3f(X) pour toutX € R3; finalementf o f = f2 = 3f.
— L’endomorphismg n’est pas un projecteur, car singn= f2 = 3f soit2f = 0 ’endomorphisme
nul c’est a dire qug est 'endomorphisme nul ce qui contredit les hypothéses.
— La matriceA? associée &2 relativement a la basB = {e1, ez, e3} :0na

3 3 3 111
A2=Mg(f)=( 3 3 3 | =31 1 1 |=3A.
3 3 3 111

6. — Montrons que pout € N* onaf” = 3"~ f: Pourn = 1,alorsf! = f = 33f = 1f = f, donc
la propriété est vraie pour = 1,
Supposons qug”—! = 37~1=1f alorsf™ = f o f*~!, donc pour toufX € R?

frX) = fo frTHX) = fB"TITH(X)) =371 o f(X) = 3" TLBF(X) = 37T f(X)

doncf™ = 3"~ f, ce qui montre que la propriété est vraie pour I'étape
D’aprés la propriété de récurrence, on a off'a= 3" ! f pour toutn € N*.

— Lexpression dei™ en fonction der : on af™ = 37! f pour toutn € N*, alors la matriced™ de
I'application /™ relativement & la basé = {e;, e2, e3} est

A" = MB(fn) — 3n—1MB(f) _ 317,—1A7 Vn € N*.
7. Soitn € N*, alors d’apres la formule du Binbme pour les matrices onx@fession suivante

(@—%Aw::EZCQAk:Ly+§jcﬁ#f%4=Ly+(}:cﬁ3hﬂ>A

k=0 k=1 k=1

d’ou on obtient(Is + A)" = I3 + (Z 3’“10§> A.
k=1
Pourn = 3, alors

3 111
(13+A)3:13+<Z3’“1C’§>A:13+21 11 1
k=1 1 1 1
22 21 21
donc(I3 + AP = 21 22 21
21 21 22
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8. — Soitn € N*, alors d’aprés la formule du Bindbme pour les matrices onxplession suivante

n

(Is — A)" = zn:c (—1 =1+ ch V3R IA = I3 + <Z(—1)’<3’<—1c’;> A
k=0

k=1

dou (I3 + A" = I3 + <Z(—1)’“3k—1cﬁ> A.
k=1
Pourn = 3, alors

Mw
C.O
#
,_.
Q
W
\_/
|
&

[
w
—
=

— =

(I + A)? —I3+<
k=1

2 3 3
donc(l3 — AP =—-| 3 2 3
3 3 2
— Soitn € N*, alors d’apres la formule du Bindme pour les matrices onxplession suivante
(313~ ch )E3n kAl = 13+Z Ch(=2)F3n 3k 1A = 437! (Z(—mkcﬁ) A
k=1 k=1

dol (313 — 2A)" = I3 + 37! (Z(—mkcﬁ) A.

k=1
Pourn = 3, alors

3 g (111
2
(313 — 24)* = I3 + 3 (Z ) =5 |11
k=1 111
1 11 17 18 18
dou (3l —24)* =I;—18 | 1 1 1 | =—{ 18 17 18
111 18 18 17

9. Par définition, le polyndme caractéristiquedlestP4(z) = det(A — z13)

1—2z 1 1
det(A —zl3) = 1 1—x 1
1 1 1—-=z

= (1- x)(x2 —2z) + 2z

d'oll P4 (z) = —2*(z — 3). La matriceA a pour valeurs propres = 0 d’ordre de multiplicité 2 et
A2 = 3 d’ordre de multiplicité 1.
On en déduit que le spectre d& estSp(A4) = {0;3"}; en effet, Pan (z) = 33"~V Py (527),
alorsP4» (x) = 0 est équivalent ®,4 (527 ) = 0; d’oli 72 = 0 ol biengZ; = 3; soitz = 0 ol
bienx = 3".
U
Exercice 6
Soita un nombre réel, on considere le systeme d’équations liegairivant

z+ay+a’z=1
(P):{ ar+y+az=-1
a’r+ay+z=1

*Montrer que le systéeméP) admet une unique solution daR$ si et seulement si ¢ {—1,1}. Dans ce
cas, résoudre le syster(ie) par la méthode de Gauss.
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*Discuter 'ensemble de solutiorsdans le cas = —1 et dans le cag = 1 (Toujour par la méthode de
Gauss). Lensemble de solutiofigst-il un sous-espace vectoriel K&

Solution : Poura un nombre réel, considérons le systeme d’équations lie€airivant

z+ay+a’z=1
(P): ¢ ar+y+az=-1
a’r+ay+z=1

1. — Montrons que le systéni@) admet une unique solution daR$ si et seulement si ¢ {—1,1} :
en effet le systemgP) est équivalent au systeme matriciel suivant :

1 a a? T 1

a 1 a y | = -1

a? a 1 z 1
1 a a2 1 x
SOtAX =bouA=| a 1 a ,b=1 —1 | etlinconnuX = | y
a® a 1 1 z

Le systéemeP) admet une unique solution daR$ si et seulement siet(A4) # 0 ou le détermi-
nant deA estdet(4) = (1 — a?)? = (1 —a)?(1 +a)?;
ordet(A) = (1 —a?)? = (1 — a)?(1 + a)? = 0 entrainen = —1 ol biena = 1;
d’ou le systemé?P) admet une unique solution daR$ si et seulement si ¢ {—1,1}.

— Poura ¢ {—1,1}, résolvons le systemgP) par la méthode de Gauss : en effet la méthode
d’élimination de Gauss consiste a triangulariser le systamatricielA X = b qui se fait en des

étapes
1°'¢ étape:
1 a o« 1\ LY
a 1 a | -1 Lgo)
2 0
a® a 1 1 Lé )
2¢me étape:
1 a a® 1 Lgl) = Lgo)
0 1—a* a—da®| —a—1 L;l):—aLgO)—i—LéO)
0 a-— CL3 1-— CL4 1-— a2 Lgl) — _a2L§0) + Lgo)
3éme étape:

1 a a? 1 Lf) = Lgl)
0 1-a®> a—a®| —(a+1) LéQ):Lgl)
0 0 -1 —@+1)) [ g

donc résoudre le systéni®) est équivalent a résoudre le systeme suivant

1 a a? T 1
0 1—-a* a—ad? y | = —(a+1)
0 0 a?—1 z —(a+1)
d’ou la solution suivante
1
r = l—ay—ad®z=
].—BCL 1
1 a’ —a a—+
= _— 1 =
Y a2—1<a+ +a—1) a—1’
a+1 1

1-a2 1-a

soit 'ensemble de solution$ = { ( 1 e+l 1 ) } .

l1—-a’'a—1"1—a
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— La décompositioU de la matrice du systen{@) : en effet, la décomposition en traversant les
3 étapes ci-dessus, on obtient

Lol A=U
1 0 0 1 0 O 1 a a?
ouL; = —a 1 0 |,Ly= 0 1 0 |etU= 0 1—-a® a—a® |;:
a2 0 1 0 —a 1 0 0 a®—1
1 a a?
d’ouli la décompositio.U de la matricedA = LUouU = [ 0 a?>—1 a® —a | esttriangu-
0 0 1—a?
laire supérieure el est la matrice triangulaire inférieure donnée par
1 0 O
L= (LeLy) ' =L7'L5t = 10
a> a 1
on vérifie facilement que
1 0 0 1 a a? 1 a d?
LU = a 1 0 0 1—a®> a—2da° = a 1 a =A
a®> a 1 0 0 a®—1 a’> a 1

2. — Sia = —1, alors la troisiéeme étape d’élimination de Gauss implique

1 -1 1 1
0 0 010
0 0 0 O
soit a résoudre le systeme
1 -1 1 T 1
0 0 0 y | =10
0 0 O z 0
ce qui implique le systéme équivalent suivant
T—y+z=1
0=0
0=0

alors I'ensemble”_; des solutions du systen(®) est
E*l = {(.’L’,y,l —x—l—y) / ({L,y) € [RQ}

qui n’est pas un sous-espace vectorieRigpuisquedgs = (0,0,0) ¢ E_;. Do, sia = —1,
alors le systemépP) admet une infinité de solutions.
— Sia = 1, alors la troisieme étape d’élimination de Gauss implique

1 1 1 1
0 00O
000 O
soit a résoudre le systeme
1 1 1 T 1
0 00 y | = -2
0 00 z -2
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ce qui implique le systéme équivalent suivant

r+y+z=1
0=-2
0=-2

qui est un systeme impossible dag —2; alors 'ensembld; des solutions du systeni@) est
vide, soitE; = () qui ne peut étre un sous-espace vectoridktle
D'ou, sia = 1, alors le systeméP) n'admet plus de solutions.
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